TD : Topologie et matrices

1. Topologie des espaces vectoriels normés

EXERCICE 1. Montrer que toutes boules (ouverte ou fermée) d’un espace vectoriel normé est convexe.
EXERCICE 2. (Inégalités de HOLDER et de MINKOWSKI)

Soit (p, q) €]0, +oo[* tel que 2% + é =1.

9 Pzl
1. Montrer que pour (z,y) € [0,+oo[*, zy < — + —.

p q
n n 1/p n 1/q
Z akbk < <Z |ak|p> (Z |bk|q> .
k=1 k=1 k=1
n 1/p n 1/p n 1/p
3. En déduire que Y((ay, ..., an), (b1, ..., by)) € (R™)? <Z |ak+bk|p> < (Zakp> + (Z |bkp> :
k=1 k=1 k=1

EXERCICE 3. (espace de suites)
On considére £ I'espace des suites bornées a valeurs dans R et pour toute suite u = (uy,)nen de £°° on note

2. En déduire que Y((ay, ..., a,), (b1, ...,bn)) € (R™)?,

l[ulloc = sup [unp|.
neN

1. Montrer que ||.||oc définie une norme sur ¢°°.
2. Montrer que (£°°,].]|oo) est un espace de Banach.

3. Montrer que le sous-espace ¢¢ des suites convergentes est fermé dans £°° et que 'application LIM qui a une suite de
{c associe sa limite est continue.

4. Montrer que le sous-espace £y des suites de limite nulle est fermé dans ..

5. Montrer que le sous-espace £y des suites nulles a partir d’un certain rang est dense dans /.
EXERCICE 4. Soit F une K-algébre de neutre I. On suppose que F est munie d’une norme N possédant la propriété
suivante :
(x) IK >0, VA, BeFE, N(AB)<KN(A)N(B).

1. Montrer que pour tout A € E, Pon définie une application linéaire continue sur E en posant p4(B) = AB.

2. En notant |||.||| la norme subordonnée a la norme N, on pose :

A= Tl alll-
(a) Montrer que 'on définit ainsi une norme sur E équivalente a la norme N.

(b) Quelles sont les propriétés de cette norme pour le produit et 1'élément neutre I 7

EXERCICE 5. (Théoréme du point fixe)
Soit I une partie fermée non vide d’un espace de Banach (E,|.||) et f une application k-contractante de I dans I avec

k €]0; 1[.
1. Si f posséde un point fixe, montrer qu’il est unique.
2. Soit xg € I et (x,)nen une suite de I définie par la relation
Tpy1=f (mn)
Monter que (z,,)nen converge vers le point fixe ¢ de f sur I.
3. Donner une majoration de ||z, — ||
EXERCICE 6. (normes sur les polynomes)

1. Dans Iespace Ry[X] on considére les normes définies, si P(X) = aX? + bX + ¢, par

[Pllc = sup [P(z)|, et [P| =max(|al,[b],|c]).
0<z<1

Montrer que ces normes sont équivalentes puis déterminer les normes de 'endomorphisme identité de (Ra[X], ||-|loo)
dans (Ro[X], [|.[]) et de (Ro[X], [.]) dans (Ra[X], [|.[|oc)-



2. Dans l'espace R[X] on considére les normes définies par :

1
[Plloc = sup [P(z)] et ||PH1:/ |P(z)|dz.
0<z<1 0

(a) Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes.
(b) Calculer

Pl
K = sup 1P .
pery(x] 1Pl

EXERCICE 7. (normes sur les polyndmes encore)
Soit A une partie fermée non vide de R.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que ’on définisse une norme sur R[X] en posante
I1Pl[a = sup [P(z)].
z€A
2. Soit a € R. En supposant la condition de 1) réalisée, donner une condition nécessaire et suffisante pour que application
dq qui & P associe P(a) soit une forme linéaire continue sur R[X] muni de la norme ||.|| 4.

EXERCICE 8. (exponentielle d’endomorphisme) Soit (E, ||.||) un espace de Banach et A € £(F) un endomorphisme continu
de E.

1. Montrer que la série de terme général A™/n! converge. On note exp A sa somme.

2. Montrer que
Il exp AJ|| < el

3. Montrer que si A et B commutent, on a
exp(A+ B) = exp Aoexp B.

2. Normes M, (K)

EXERCICE 9. On considére sur K" les normes 1,2 ou co. Pour tout A = (a;;)1<i, j<n de My(K), on note :

1Alll; = sup [JAX;
IX11:<1

la norme d’application linéaire de K™ dans lui méme de matrice A dans la base canonique.

1. Montrer que :

n
Al = w3l
=

Al = 141 = e 3 s
J:
I1Alll2 = A*lll2 = V/p(A*A) ot p(M) = max{|A|| A valeur propre de M}
2. Déterminer la norme de la forme linéaire T'r : M,,(K) — K relativement aux normes définies précédemment.

EXERCICE 10. (norme de Hilbert-Schmidt)

1. Montrer que 'on définit une norme sur M,,(K) en posant

[Allrs = ir(AA®),

2. Montrer que pour tout couple (A, B) de matrice M,,(K) on a :

[AB|lus < [|Allzs||Bllas-
3. Comparer cette norme aux normes |||.|||1,]]|-]/|2 et |||-|||co définies dans I’exercice précédent.

EXERCICE 11. Soit A € M,,(C).
Montrer I’équivalence :

. n k
nEIEmA -0 & pAA<l & ,;)A est convergente.



EXERCICE 12. (matrices nilpotentes)
Soit N € M,,(C). Montrer que N est nilpotente si et seulement si la matrice nulle est adhérente & 1'ensemble

{P7'NP, P <€ GL,(C)}.

EXERCICE 13. (Théoréme de Householder)
Soit A € M,,(C) et € > 0. Le but de cet exercice est de démontrer 'existence d’une norme sur C" telle que pour la norme
matricielle subordonnée 'on ait :

AJ[] < p(A) +e.
Montrer qu'’il existe 7' € M,,(C) triangulaire et P € GL,(C) telle que T = P~*AP.
Soit pt > 0 et Q(u) = Diag(1, p, p?, ..., u" ). Montrer que || X ||, = ||Q(1) PX|> défini une norme sur C".
Montrer que la norme induite sur M.,,(C) est |||M|||« = |Q(x)PMP~*Q(1/u)||2-

Montrer que lir_irrl [I1A]]l« = [||D]]|2 ot D est une matrice diagonale et |||.|||2 désigne la norme sur M., (C) subordonnée
f— oo

W= L o=

a la norme euclidienne sur C".
5. Conclure.

EXERCICE 14. (Matrice stochastiques)
Une matrice A = (a;,5)1<i,j<n € Mn(R) est stochastiques si

V(i,5) € [L,n]?, ai; >0, et Vie[Ln], Y ai; =1
j=1

Montrer que I’ensemble des matrices stochastiques est un compact convexe de M, (R).

EXERCICE 15. (espace des matrices symétriques)
Soient n € N*, S, (R) I'espace des matrices n x n symétriques a coefficients réels, S (R) le sous-ensemble des matrices
positives, S;"T(R) le sous-ensemble des matrices définies positives et ¢ € £(.S,,(R)). On suppose que ¢(S; 1 (R)) = S;F T (R).
1. Montrer que : V M € S, (R), 3A€RT tqV A > A, M + A\, € STT(R).
2. Montrer que ¢ € GL(S,(R)) et que (S, (R)) = S, (R).
3. On suppose n = 2 et ¢(I) = Io. Montrer que : V M € S2(R), X4ar) = Xar- Montrer que det(o(M)) = det(M) (ie. ¢
conserve le déterminant).



