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26 septembre 2012

Toutes séries
Durée de I'épreuve : 4 heures
Ce sujet comporte 8 pages numérotées de 1 a 8

L'utilisation d'une calculatrice est autorisée.

Le candidat doit traiter les quatre exercices.

Le candidat est invité a faire figurer sur la copietoute trace de recherche, méme incompléte ou noru€tueuse
gu’il aura développée.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précigin des raisonnements entreront pour une part impognte dans
I'appréciation des copies.

Les annexes en page 8 sont a rendre avec la copie.

XIIIf Olympiades académiques de mathématiques - Académie de Nouméa Page 1sur 8




EXERCICE 1 : LE THEOREME DE PICK

En 1899, Georg Alexander Pick énonce la formuleasie :

Pour tout polygone P sans « trous » dont les somswett sur les naeuds d’une grille o\a = i, +% -1,00A

désigne l'aire du polygone (I'unité d’aire étargtite d’'un carreau de la grillel, etant le nombre de points de la grille

intérieurs au polygone d%, le nombre de points de la grille qui sont sur ledeu polygone.

1. Vérifier la formule pour les deux polygones repréée ci-dessous.

2. En admettant le théoréme de Pick, calculer I'agréadpartie grisée ci-dessous.

3. Démontrer le théoreme de Pick lorsque le polygatele rectangle quelconque ayant ses quatre sonsonelss
points de la grille et dont I'un des c6tés est zantal.

4. Soit T un triangle rectangle dont les trois somnsetst des points de la grille et dont I'un des saté I'angle
droit est horizontal. On pourra appelele nombre de points de I'hypoténuse qui sont awgrille et utiliser le
résultat précédent. Démontrer le théoreme de Rink de cas.

5. Démontrer le théoréme pour un triangle ABD donttes sommets A
sont des points de la grille, dont I'un des cotés terizontal et
ayant la forme ci-contre.

On pourra désigner pale nombre de points de la grille du segme — _—" o~ ______ 4
[AD] et utiliser deux fois le résultat précédent. B D C

6. Dans un repére orthonormé (d; I ), on considere les points A(2 ;0), B(-2 ;0) et@(2 ;4).
Quel est le nombre de points intérieurs au tria@dionner les coordonnées de ces points.
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EXERCICE 2 : LECHELLE

Une échelle de 3 metres de long est appuyée sonuunElle est placée a 1 métre du mur, c'est-aglieela distance
DA vaut 1 métre. Le point M est un point fixe dédhelle qui est situé a 2 metres du point A.

L’échelle se met a déraper et a glisser le longhdy quelle est la trajectoire suivie par le pdin®
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EXERCICE 3 : TOURNOI DE HIP-HOP A NOUMEA
PARTIE A

En Janvier 2012 la mairie de Nouméa décide d'osganin festival de Hip-Hop. Six équipes sont irdgées par
I'événement, toutes de quartiers différents.

On dira que deux quartiers soadljacents s'ils ont une frontiéere commune. (Ex : Vallée Bedons et Haut-Magenta
sont adjacents).

Le but de l'exercice est de proposer le nombremim de sites nécessaires sachant que deux éqeippsadiers
adjacents ne peuvent pas danser sur le méme site.

On donne ci-dessous le plan des quartiers engagédel festival.

m VT : Vall¢e du Tir
VDC : Vallée des Colons
: VG : Vallée du Génie
MC : Montagne coupee

HM : Haut-magenta
MA : Magenta

1. Schématisation du probléme :

a. Compléter le schéma deartnexe : de la page 8 de sorte que tous les quartiers eadfsoient reliés par un
segment.

Le schéma ainsi obtenu s'appeitegraphe.

Les segments sont appelésdestesdu graphe.

Les points du graphe sont appedésnmetsdu graphe.

Le degréd'un sommet est le nombre d'arétes issues de gaetom

b. En vous aidant des informations données dans lstiquneprécédente, compléter le tableatarnexe 2de la
page 8.

2. Coloration du graphe :

Colorer un graphe: c’est attribuer une couleur a chague sommetgdenf a ce que deux sommets adjacents ne
soient pas de la méme couleur et que le nombreulewrs soit minimum.

Pour répondre aux questions suivantes, on poulrassin, reproduire le graphe complété en annexe.

a. Colorer ce graphe en commencant par donner lawobliitl au Quartier HM, qui est de degré 4.
Montrer alors que le nombre minimal de couleurs3eguelle que soit la coloration réalisée.

b. De la méme facon colorer le graphe, en commenregtte fois par donner la couleur N°1 au quartiemtdgne
coupée (MC), quartier de degré 2. Montrer alorslquembre de couleurs est alors de 3 ou de 4.
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c. Montrer que la coloration du graphe avec une ax @euleurs est impossible.
d. Déduire de ce qui précede le nombre minimum @s sjtii sont nécessaires au festival.

e.Quelle est au final lI'information qui permet dearel le graphe ?

3. Réponse au probleme posé
Proposer alors une répartition des équipes sulifiésents sites pour que la contrainte soit retgeec

PARTIE B

Vu le succes de I'événement, la mairie a décidéitirer I'expérience dans le courant du mois gdeesabre.
Dix équipes se sont inscrites, donc dix quartierg & présent représentés.

De la méme fagon, on donne le positionnement dadigts les uns par rapport aux autres.

Les contraintes restent les mémes.

PK4: Quatriéme kilométre
M : Montravel

PF: Porte de Fer

MA : Magenta

HM : Haut — Magenta
VDC : Vallée des Colons
VG : Vallée du Génie

FB : Faubourg Blanchot
VT : Vallée du Tir

MC : Montagne coupee

1. Dessiner le graphe correspondant a la situation.

2. Compléter les deux premieres lignes deriexe 3de la page 8, de maniére a ce que les quartiestgangés dans
I'ordre décroissant de leur degré.

3. Donner dans ce cas, le nombre minimum de couleurs.

4. En déduire le nombre de sites nécessaires gbdatition des équipes sur ces sites.
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EXERCICE 4 : DECOMPOSITION EN FRACTIONS EGYPTIENNES

Un peu d’histoire...

La principale source de connaissances que l'om Eesunathématiques égyptiennes
un papyrus, appelé papyrus de Rhind, écrit 1650eangon avant J-C par le scrib
Ahmes.

Déroulé, le papyrus mesure environ 6 métres dedan@0 cm de large.

En introduction, Ahmés avait écrit« Ceci est la méthode pour accéder a
connaissance de tout ce qui est existant et pounantrer tous les secrets »...

Ce papyrus contient en fait 87 problemes résolusatbématiques.

Mais avant de prendre connaissance de ses probléeseégyptiens devaient avoir en leur possessiibférentes
tables leur permettant de décomposer des fractioms unitaires en fractions unitaires de dénomimatdaus
différents.

Au début du papyrus de Rhind, on trouve une ligtedélcompositions de fractiorfs appelée table de 2, puis de
n

fractions3 appelée table de 3,...
n

De nombreux mathématiciens ont travaillé sur celesapour découvrir les régles de leur élaboration.

Pour résoudre cet exercice, vous aurez besoin defiditions mathématiques suivantes :

Unefraction unitaire est une fraction deumérateur égal a let de dénominateur entier strictement positif.

Une décomposition en fractions égyptiennesst unesomme de fractions unitaires dont les dénominateursont
tous différents les uns des autres.

Dans cet exercica, b, n, ksont des entiers naturels non nuls.
PARTIE A — La table de 2

1. Démontrer que s est un nombre pair (on posera= 2K), la fraction2 na pas besoin d’étre décomposée en
n

fractions égyptiennes car c’est déja une fractiuitaire.

2. Démontrer que pour tout nombre entiestrictement positif,g: 2 + 2

n (n+l) n(n+l)

3.a) Démontrer alors que giest impair (on posera= 2k +1), la fractionE -1 + 1
n (k+1) (k+1)(2k+1

b) A I'aide de I'égalité précédente, retrouver lesa@positions en fractions égyptiennes des frac%ons

; etg gui sont données dans le papyrus de Rhind.
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PARTIE B — Décomposition d’'une fraction B aveca=2 et0 <B < 1 oua etb sont des entiers naturels non

nuls.

1. Démontrer la relation (R) suivante payrb, kentiers naturels non nuls :

k<9<k+1@i<é<} (R)
a k+1 b k

En 1201, Fibonacci (1175-1250) a trouvé l'algorighairdessous qui détermine les fractions unitairesvenant dans

. " . . . . a a
la décomposition en fractions égyptiennes pourfraadion 5 aveca=2et0 <E <1.

Sia=1, la décomposition est terminée.

: . . 1 a . . ; LS :
Sinon, chercher le plus petit entietel que— <—b. On utilisera la relation (R) démontrée a la goesi en
n

prenanin = k +1.

. e a 1 . _ A i
> Sila dlfferenceB—— est une fraction unitaire, c’est fini. Sinon recoaencer avec cette différence.
n

2. Appliquer cet algorithme pour décomposer en frastiégyptiennes la fraCtIOfi.

3. Recommencer pour la fractieZq?l.

4. Comparer, a I'aide de vos décompositions, Iesi'trastll1 etz_i.

Partie C — Probleme du Papyrus de Rhind

Comment partager équitablement trois pains en gi@mmes en faisant le moins de découpes pos8ibles
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ANNEXES A RENDRE AVEC LA COPIE

Annexe 1
HM VDC

MAe Nl

MC VG

Annexe 2

Sommet MA vVDC VG VT MC HM

Degré

Annexe 3

Sommet

Degré
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