 eq \x(Convergence de quelques séries croissantes positives)
I-
La série géométrique ( 0 < k < 1) :
go = 1  et pour  n SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 1 :  gn = gn – 1 + k n .
1)
Conjecture à l’aide d’un tableur.  Exemple  k =  eq \s\do1(\f(1;2))
a)
lim  gn = 2  

b)   2 – gn SYMBOL 163 \f "Symbol"\h 0,01  dès que  n SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 7
2)
Démonstration :  gn =  eq \s\do1(\f(    1 – kn + 1;1 – k)) .
a)
lim  kn = 0  ,  donc  – k)) eq \x(lim  gn = )

b)
 eq \s\do1(\f(1;1 – k)) – gn =  eq \s\do1(\f(1;1 – k)) kn + 1 SYMBOL 163 \f "Symbol"\h 0,01  SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  kn + 1 SYMBOL 163 \f "Symbol"\h  0,01 (1 – k)  SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  (n + 1)  ln k SYMBOL 163 \f "Symbol"\h ln[0,01 (1 – k)]





  SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  n + 1 SYMBOL 179 \f "Symbol"\h ln[0,01 (1 – k)]/ln k
(car  0 < k < 1) .

Application à  k =  eq \s\do1(\f(1;2)) .

II-
La série harmonique :

ho = 1  et  pour  n  SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 1 : hn = hn – 1 +  eq \s\do1(\f(1;n)) .

	1)Conjecture / tableur


[image: image1.emf]Hn = 1 + 1/2 + 1/3 +... + 1/n

n Hn n Hn

1 1,00 500 6,79

2 1,50 600 6,97

3 1,83 700 7,13

4 2,08 800 7,26

5 2,28 900 7,38

6 2,45 1000 7,49

7 2,59 1500 7,89

8 2,72 2000 8,18

9 2,83 3000 8,58

10 2,93 4000 8,87

20 3,60 5000 9,09

30 4,00 6000 9,28

40 4,23 7000 9,43

50 4,50 8000 9,56

100 5,19 9000 9,68

200 5,89 10000 9,79

300 6,28 15000 10,19

400 6,57 20000 10,48


	La croissance est très lente.

La suite est-elle majorée ?

Le tableur ne permet pas de répondre.

En fait, la suite (hn) n’est pas majorée, et donc :
  lim hn = + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h.


2)
Démonstration élémentaire :

On montre que les  hp , où p = 2n , ne sont pas majorés.

Idée de la démonstration :
h4 = 1 +  eq \s\do1(\f(1;2)) + ( eq \s\do1(\f(1;3)) +  eq \s\do1(\f(1;4))) > 1 +  eq \s\do1(\f(1;2)) + 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;4)) = 1 + 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2))




h8 = 1 +  eq \s\do1(\f(1;2)) + ( eq \s\do1(\f(1;3)) +  eq \s\do1(\f(1;4))) + ( eq \s\do1(\f(1;5)) +  eq \s\do1(\f(1;6)) +  eq \s\do1(\f(1;7)) + eq \s\do1(\f(1;8))) > 1 +  eq \s\do1(\f(1;2)) + 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;4)) + 4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;8)) = 1 + 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2)) 


De même :
hp > 1 + n SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2)) .

3)
Démonstration par intégration : 


ln (n + 1) = 1;x)) eq \i\in(1;n + 1; )
  dx < 1 +  eq \s\do1(\f(1;2)) +…+  eq \s\do1(\f(1;n))
(majoration par les aires des rectangles supérieurs.)
III-
Série des inverses des carrés :
Cn = 1 +  eq \s\do1(\f(1;2²)) +  eq \s\do1(\f(1;3²)) +…+  eq \s\do1(\f(1;n²)) .
Co = 1  et  pour  n SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 1 , Cn = Cn – 1 +  eq \s\do1(\f(1;n²)) .

1)
Conjecture/tableur :  (Cn) converge  vers  L SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 1,645
2)
Démonstration :
Soit  Dn = Cn +  eq \s\do1(\f(1;n²)) .
On démontre que les suites  (Cn)  et  (Dn)  sont adjacentes.

Le seul point non évident est la décroissance de  (Dn) .

Donc  (Cn)  et  (Dn)  convergent vers la même limite  L  et, pour tout  n :  Cn < L < Dn .
Cela fournit un encadrement de  L  aussi fin que l’on veut  (à l’aide du tableur, par exemple.)
3)
Info :  on démontre que  L =  eq \s\do1(\f((²;6)) .

IV-
Série des inverses des factorielles :
Fn = 1 +  eq \s\do1(\f(1;1!)) +  eq \s\do1(\f(1;2!)) + …+  eq \s\do1(\f(1;n!)) .

Fo = 1  et  pour  n SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 1 , Fn = Fn – 1 +  eq \s\do1(\f(1;n!)) .

1)
Conjecture/tableur :  (Fn) converge  vers  L SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 2,71828
2)
Démonstration :
Soit  Fn = Gn +  eq \s\do1(\f(1;n!)) .

On démontre que les suites  (Fn)  et  (Gn)  sont adjacentes.

Le seul point non évident est la décroissance de  (Gn) .

Donc  (Fn)  et  (Gn)  convergent vers la même limite  L  et, pour tout  n :  Fn < L < Gn .

Cela fournit un encadrement de  L  aussi fin que l’on veut  (à l’aide du tableur, par exemple.)
3)
Info :  on démontre  que  L = e .
_1253018922.xls
Feuil1

		La série harmonique										La série harmonique

		Hn = 1 + 1/2 + 1/3 +... + 1/n										Hn = 1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n

		n		Hn		n		Hn				n		Hn		n		Hn

		1		1.00		500		6.79				1		1.00		500		6.79

		2		1.50		600		6.97				2		1.50		600		6.97

		3		1.83		700		7.13				3		1.83		700		7.13

		4		2.08		800		7.26				4		2.08		800		7.26

		5		2.28		900		7.38				5		2.28		900		7.38

		6		2.45		1000		7.49				6		2.45		1000		7.49

		7		2.59		1500		7.89				7		2.59		1500		7.89

		8		2.72		2000		8.18				8		2.72		2000		8.18

		9		2.83		3000		8.58				9		2.83		3000		8.58

		10		2.93		4000		8.87				10		2.93		4000		8.87

		20		3.60		5000		9.09				20		3.60		5000		9.09

		30		4.00		6000		9.28				30		4.00		6000		9.28

		40		4.23		7000		9.43				40		4.23		7000		9.43

		50		4.50		8000		9.56				50		4.50		8000		9.56

		100		5.19		9000		9.68				100		5.19		9000		9.68

		200		5.89		10000		9.79				200		5.89		10000		9.79

		300		6.28		15000		10.19				300		6.28		15000		10.19

		400		6.57		20000		10.48				400		6.57		20000		10.48

		La série harmonique										La série harmonique

		Hn = 1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n										Hn = 1 + 1/2 + 1/3 + ...+ 1/n

		n		Hn		n		Hn				n		Hn		n		Hn

		1		1.00		500		6.79				1		1.00		500		6.79

		2		1.50		600		6.97				2		1.50		600		6.97

		3		1.83		700		7.13				3		1.83		700		7.13

		4		2.08		800		7.26				4		2.08		800		7.26

		5		2.28		900		7.38				5		2.28		900		7.38

		6		2.45		1000		7.49				6		2.45		1000		7.49

		7		2.59		1500		7.89				7		2.59		1500		7.89

		8		2.72		2000		8.18				8		2.72		2000		8.18

		9		2.83		3000		8.58				9		2.83		3000		8.58

		10		2.93		4000		8.87				10		2.93		4000		8.87

		20		3.60		5000		9.09				20		3.60		5000		9.09

		30		4.00		6000		9.28				30		4.00		6000		9.28

		40		4.23		7000		9.43				40		4.23		7000		9.43

		50		4.50		8000		9.56				50		4.50		8000		9.56

		100		5.19		9000		9.68				100		5.19		9000		9.68

		200		5.89		10000		9.79				200		5.89		10000		9.79

		300		6.28		15000		10.19				300		6.28		15000		10.19

		400		6.57		20000		10.48				400		6.57		20000		10.48





Feuil2

		





Feuil3

		






